;
INTRODUCCION

Dicen que David Hilbert, ante el asombro de su mujer, afir-
mo en una ocasiéon que, si despertase 500 afios después
de muerto, lo primero que preguntaria es si la hipdtesis de
Riemann acerca de la distribucion de los ceros de la fun-
cion zeta de Riemann habia sido probada. Probablemente
su mujer Kathe farfullaria para si misma: jeso no pasara,
querido!

El problema de los tres cuerpos consiste en conocer la evo-
luciéon de la trayectoria de tres masas cualesquiera some-
tidas exclusivamente a la fuerza gravitatoria entre ellas. No
forma parte de los 23 problemas del milenio que identifico
el matematico David Hilbert en el Congreso Internacional de
Matematicos de Paris de 1900. Sin embargo, dada su lon-
gevidad y su transcendencia, quiza hubiera sido merecedor
de tener un lugar de honor en dicha lista. Este problema
es fundamental en astronomia, mecanica orbital, dinamica
galactica, formacion estelar, asi como en la determinacion
de trayectorias éptimas para misiones de naves espaciales,
tanto aterrizajes robdticos y satélites como viajes tripulados.

Asi como el problema de los dos cuerpos tiene solucion
analitica', cuando se involucran mas de dos cuerpos, salvo
en determinados escenarios, no existe una solucion de este
tipo, por lo que las trayectorias de los cuerpos hay que cal-
cularlas mediante métodos numéricos.

En mecanica celeste los ejemplos tipicos del problema de
los tres cuerpos son los sistemas del tipo estrella-plane-

"La solucién analitica es una expresion matematica que proporcio-
na toda la informacion sobre el comportamiento del sistema, para
cualquier valor de las variables y parametros que intervienen en
las ecuaciones de gobierno. No todos los sistemas tienen solu-
cion analitica. En esos casos se acude a una solucion aproximada
mediante métodos numéricos.
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Figura 1. Tres cuerpos abandonados en el espacio sin mas interaccion

que su mutua atraccion gravitatoria. Elaboracion propia.

ta-planeta, estrella-planeta-luna, estrella-planeta-asteroide
estrella-planeta-nave. Los ultimos casos pueden ser simpli-
ficados ya que la masa del asteroide o de la nave es des-
preciable frente a la masa de la estrella o del planeta, esto
implica que se puede despreciar la influencia gravitacional
del asteroide sobre los otros dos cuerpos. Si se dan estas
condiciones, el problema general de los tres cuerpos P3C
se transforma en el llamado problema de los tres cuerpos
restringido o P3CR. Se pueden aun imponer mas restric-
ciones al problema fijando el tipo de 6rbita que siguen los
dos cuerpos mas masivos que, como se sabe, puede ser
cualquiera de las curvas coénicas: circunferencia, elipse, pa-
rabola o hipérbola. Como se puede imaginar, el caso mas
estudiado es el caso en que la drbita entre los dos cuerpos
mas masivos es circular (P3CRC).
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UN POCO DE HISTORIA

El problema de los tres cuerpos fue enunciado por primera
vez por Sir Isaac Newton a finales del siglo XVII en su Prin-
cipia [1]. Newton considerd el movimiento de la Tierra y la
Luna alrededor del Sol. Newton logré deducir matematica-
mente las leyes de Kepler y asi explicar el movimiento de los
planetas alrededor del Sol mediante una ley de gravitacion
universal, que basicamente es el problema de los dos cuer-
pos. Puesto que tanto la Tierra como el Sol determinan el
movimiento de la Luna, Newton generalizd el problema e
intentd predecir el movimiento de tres cuerpos cualesquiera
que se mueven en el espacio bajo la influencia de su atrac-
cion gravitacional mutua, un problema que mas tarde se
conocié como el problema de los tres cuerpos.

A diferencia del problema de los dos cuerpos, Newton no
pudo obtener una solucion matematica general. De hecho,
el problema de los tres cuerpos, aunque resulté muy facil
de definir, resulté terriblemente dificil de resolver. A lo largo
de los siglos se han obtenido avances y un conocimiento
mas profundo del problema. Asi, una solucion particular del
problema fue propuesta por Leonhard Euler en 1767 [2]. Eu-
ler considerd tres cuerpos de masas arbitrarias situados en
una linea recta. Demostré que, bajo ciertas condiciones ini-
ciales, los cuerpos se moverian describiendo elipses, pero
siempre se mantendrian alineados.

Otra solucién particular fue hallada por Joseph-Louis La-
grange [3] en 1792. Lagrange encontrdé una segunda clase
de drbitas periédicas para el problema, mostrando que,
si los cuerpos se encuentran de tal forma que generan un
triangulo equilatero, estos se moverian a lo largo de elip-
ses para unas ciertas condiciones iniciales, mantenién-
dose siempre en los vértices de triangulos equilateros de
diferentes tamanos. Las soluciones particulares de Euler y
Lagrange son las Unicas soluciones exactas conocidas del
problema de los tres cuerpos hasta el momento. Sin duda,
las soluciones dadas por Euler y Lagrange son bellas solu-
ciones particulares al problema general, aunque la verdad
que poco practicas, porque no ensefan, ni por asomo, la
verdadera magnitud del problema.

En cualquier caso, dejando volar la imaginacién un poco, uno
no puede dejar de pensar que quiza, de entre las mas de
100000 millones de estrellas de la Via Lactea, haya tres de
ellas que cumplan la configuracion de Euler o de Lagrange.
jQué espectaculo contemplar que las estrellas se mueven
alineadas como si estuvieran moviéndose por un enorme rail
0, que lo hacen formando entre ellas un triangulo equilatero!

Después de las investigaciones de Newton, Euler, Lagrange
y Jacobi entre otros, a fines del siglo XIX, fue sin duda Henri
Poincaré quien mas ha aportado al problema de los tres cuer-

Figura 2 Soluciones a los problemas colineal de Euler y del triangulo

equilatero de Lagrange. Elaboracion propia.
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Figura 3. Diagrama de Lagrange de los puntos L1 a L5 en un Sistema

Estrella-planeta. Elaboracion propia.

pos. De hecho, fue el ambidextro? matematico quien desculbrid
que el problema, en la mayoria de las veces, no es integrable,
es decir, no existe una solucion analitica, y por si eso fuera
poco, el problema exhibe una sensibilidad extrema a las po-
siciones y velocidades iniciales de los cuerpos [4]. Incluso in-
fimas variaciones en las posiciones y velocidades de partida
hacen que al largo plazo el sistema siga derroteros completa-
mente distintos. Esta hipersensibilidad descrita por Poincaré
a las condiciones iniciales tiene implicaciones de gran calado.
La puerta de la ciencia del caos quedd abierta de par en par.

Euler fue el primero en formular el PSCRC en un sistema de
coordenadas rotacional, que supone el dejar que el sistema
de coordenadas centrado en el baricentro rote juntamente
con las dos masas principales. Esto supuso un avance im-
portante en el estudio del problema.

Lagrange también estudié el P3CRC, deduciendo que te-
nia cinco puntos de equilibrio (conocidos ahora como los
puntos L1-L5 de Lagrange). Asi, por ejemplo, se denomi-
nan troyanos® a los asteroides que comparten érbita con
un planeta en torno a los puntos de Lagrange estables L4
y L5, los cuales estan situados 60° delante y 60° detras del
planeta en su orbita. La vista del sistema Sol-planeta des-
de un troyano es muy curiosa, porque siempre observa a
las dos masas (pongamos el Sol y la Tierra) en la misma
posicion relativa. De hecho, la Tierra también posee un as-
teroide troyano denominado 2010 TK7 de unos 300 metros
de diametro (mas o menos la altura de la torre Eiffel), que lo
acompana en su viaje alrededor del Sol.

En el siglo XX, el desarrollo de los ordenadores y del softwa-
re de célculo hizo posible revisitar el problema con la ayuda
de herramientas de las que carecian los matematicos de los
siglos anteriores. Las simulaciones dieron la razén a Poin-
caré mostrando que, dependiendo del escenario analizado,

?|_a escasa habilidad de Poincaré para el dibujo hizo que se le co-
nociera como el ambidextro, ya que podia dibujar igual de mal con
la mano derecha que con la izquierda.

3La denominacién «troyano» se debe a que se establecié por con-

vencion bautizar a los asteroides que ocupaban dichos puntos de
la 6rbita de Jupiter con el nombre de los personajes de la guerra
de Troya: los que anteceden al planeta pertenecen al grupo del
campo griego (Aquiles, Patroclo, Odiseo...), y los que siguen al
planeta al grupo del campo troyano (Paris, Héctor, Priamo...).
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un sistema de tres cuerpos experimenta periodos de movi-
miento cadtico o aleatorio que se alternan con periodos de
movimiento regular, hasta que el destino final del sistema se
desintegra en un par de cuerpos que orbitan su centro de
masa comun y un tercero que se aleja o escapa de ellos.
Terrible noticia en muchos aspectos para los buscadores de
vida extraterrestre. Sabido es que la mayoria de las estrellas
conocidas forman conjuntos binarios, como por ejemplo la
estrella méas cercana a nuestro Sol, llamada Alfa Centauri,
situada a 4.3 afios luz de nosotros, y que en realidad es
un sistema de dos estrellas separadas 0.2 afios luz. Si el
destino final de los planetas que, durante cierto tiempo, or-
bitan mas o menos establemente alrededor de ellas es salir
despedidos o chocar con las estrellas, mal vamos para el
surgimiento de la vida en la mayoria de las estrellas.

La naturaleza cadtica implica que, no solo es imposible una
solucion de forma cerrada, sino que las simulaciones por
computadora no pueden proporcionar predicciones espe-
cificas y confiables a largo plazo. Es mas, la disponibilidad
de grandes conjuntos de simulaciones llevadas en todo el
mundo llevo a finales del siglo pasado a la idea de que quiza
era mejor buscar una solucion estadistica a una solucion
determinista al problema. De esta manera se empez6 a in-
tentar predecir la probabilidad de escape de cada uno de
los tres cuerpos mas que en predecir la trayectoria. Ultima-
mente se ha avanzado en este campo a partir de introducir
redes neuronales, es decir, Inteligencia Artificial, a partir de
una base de datos de una gran cantidad de simulaciones
realizadas [7].

PLANTEAMIENTO DE LAS ECUACIONES
DE ACUERDO CON LA MECANICA
DE NEWTON

Para llegar a las ecuaciones del movimiento bajo el prisma
de la mecanica de Newton se denominaran las tres masas
como M,, M,, M,y sus posiciones respecto al ongen del
S|stema de coordenadas cartesianas por los vectores R R
R De esta manera la posmon de un cuerpo respecto a otro
vendra dada por r;=R.- R donde r;= —r; parai,j=1,2, 3.
En la figura 4 se incluye un esquema de las fuerzas y vecto-
res de posicion mencionados.

Figura 4. Esquema plano de fuerzas y vectores posicion de los tres

cuerpos. Elaboracion propia.
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Aplicando la segunda ley de Newton para el caso en que
solo exista la atraccion gravitatoria entre las masas:

Coni,j=1,2,3ysiendo G la constante de gravitacion uni-
versal, cuyo valor es de 6.67384-10"" Nm?/kg.

Se tiene por tanto un sistema de 3 ecuaciones diferencia-
les ordinarias de segundo orden que pueden ser escritas
de manera explicita en términos de las componentes del
vector R, = {X., Y, Z}. De esta manera se tendrian 9 ecuacio-
nes diferenciales ordinarias de segundo orden. Dado que
cada una de ellas puede convertirse en 2 ecuaciones di-
ferenciales ordinarias de primer orden, se tendria un total
de 18 ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
que describen al completo el problema general de los tres
cuerpos. Se requerian, por tanto, 18 condiciones iniciales
que corresponderia a las velocidades y posiciones iniciales
de los tres cuerpos.

Si se considerase un movimiento en el plano, el problema
quedaria reducido a 6 ecuaciones diferenciales ordinarias
de segundo orden, que se traducirian en 12 ecuaciones di-
ferenciales ordinarias de primer orden.

Es facil demostrar que, como era de esperar, el movimien-
to del baricentro de las tres masas se mueve a velocidad
constante.

Puesto que el movimiento debido exclusivamente a la fuer-
za de gravedad es conservativo, en lugar de la mecanica
de Newton puede aplicarse la mecanica de Hamilton, que
llevara directamente a un conjunto de también 18 ecuacio-
nes diferenciales de primer orden, equivalente al paquete
de ecuaciones obtenidas mediante la mecanica de New-
ton. Los sistemas hamiltonianos* forman un subconjunto del
conjunto de sistemas dinamicos. En términos sencillos, los
sistemas hamiltonianos son conservativos y no hay efectos
como la friccidon que conduzcan finalmente a una situacion
estacionaria, de ahi que los sistemas hamiltonianos no ten-
gan atractores®.

SIMULACION DEL PROBLEMA
DE LOS TRES CUERPOS RESTRINGIDO
Y CIRCULAR

Hay numerosos trabajos acerca de modelizaciones en Mat-
lab u otros softwares similares para la resolucion de casos
particulares del PBCRC como el desarrollado por Juan Va-
lentin Mendoza en Matlab 5.1 [6]. Se suele aplicar con bue-
nos resultados el método de Runge-Kutta de orden cuatro®
para la resolucion del sistema de ecuaciones diferenciales

“El Hamiltoniano H de un sistema se asocia a la energia total del
sistema, es decir, a la suma de la energia cinética y potencial de
las tres masas involucradas.

SEn los sistemas dinamicos, un atractor es un conjunto de valores
numeéricos hacia los cuales un sistema tiende a evolucionar, dada
una gran variedad de condiciones iniciales en el sistema.

SEl error cometido es proporcional a la cuarta potencia del paso de
integracion, es decir O(h?).
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con unas condiciones dadas de posicion y velocidad de los
cuerpos.

Figura 5. Simulacion de la trayectoria de un planeta alrededor de un
sistema binario de estrellas girando una alrededor de la otra. J. C. Sprott,

University of Wisconsin. Recuperado de https://culturacientifica.com/.

A pesar de las simplificaciones que se puedan hacer en el
PBCRC, como por ejemplo que una de las masas (M) sea
pequeia comparada con las otras dos, con lo que no las
afecta gravitatoriamente, el problema tampoco es resoluble
en general y las trayectorias pueden ser "cadticas". Asi, en
la Figura 5 se muestra el posible movimiento de una masa
M, en el campo gravitatorio que crean dos soles iguales, de
masas M, y M,. Para simplificar, se ha supuesto que M, y
M, se mueven en orbita circular alrededor de su centro de
masas (como lo suelen hacer las estrellas binarias), y se ha
escogido un sistema de referencia centrado en dicho circulo
y que rota de forma que M, y M, parecen estar en reposo
(coordenadas rotacionales de Euler).

Puede apreciarse lo cadtico de las drbitas cuasiperiédicas’
de M. No parece que la situacion del planeta Tatooine, con
sus dos soles, pueda ser precisamente un oasis de estabi-
lidad climatica.

CONCLUSIONES

El problema de los tres cuerpos viene provocando dolo-
res de cabeza en los fisicos y matematicos desde hace al
menos 300 afos. Es posible que muchos de los grandes

Un movimiento cuasiperiodico es el tipo de evolucion temporal
que presenta un fenémeno fisico que sin ser periédico repite una
y otra vez posiciones arbitrariamente cercanas a una posicion pre-
via del sistema. Un fendmeno cuasiperiddico oscila una y otra vez
mostrando cada cierto tiempo un aspecto similar al que tuvo el
sistema previamente, pero no exactamente el mismo.

DIVULGACION

problemas sin resolver tengan enormes implicaciones, por
ejemplo, la hipdtesis de Riemann sobre la distribucion de
los nimeros primos y su posible aplicacion en criptologia,
o incluso las implicaciones de la prueba de la conjetura de
Goldbach®. En el caso que nos ocupa, podria decirse que
del problema de los tres cuerpos depende el futuro de nues-
tro sistema solar o que las expectativas de desarrollo de
vida inteligente extraterrestre decrezcan de manera signifi-
cativa. Y es que se sabe que el problema de varios cuerpos
sometidos a la accion de la gravedad es generalmente irre-
soluble analiticamente a partir de tres y se sabe que peque-
flas modificaciones alteran sustancialmente la trayectoria de
los cuerpos involucrados pasado un tiempo que puede ser
muy grande. Eso plantea cuestiones como ¢es nuestro sis-
tema solar estable?, el conjunto de las 6rbitas de los ocho
planetas permanecera inalterable, como parece que viene
sucediendo desde hace millones de anos o tal vez se des-
moronara en un tiempo mas o menos largo? De existir el es-
quivo planeta nueve /alterara lo suficiente nuestro delicado
equilibrio como para esparcir los planetas fuera de la orbita
solar o precipitarlos contra el mismo Sol?

En cualquier caso, es sorprendente que un problema en
teoria tan sencillo y simple como la prediccién del movi-
miento de tres masas en el espacio dé lugar a semejantes
inquietudes. Ya se sabe, cosas de la Fuerza.
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