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Articulo basado en el trabajo “Resolucion numeérica del problema unidimensional
de transporte en la geosfera de residuos radiactivos”, premio a la mejor tesina de 1995.

Un cbjetivo importante en los planes generales
de residucs radiactivas se orienta hacia la reduc-
cién de la carencia en infraestructuras e instala-
ciones que todavia existe en temas relacicnacios
con los residuos de alta actividad. La simulacién
de los distintos fendmenos que pueden sufrir
los isétopos radiactivos puede jugar un pagel
fundamental en la eleccion de posibles empla-
zamientos para la localizacion de un futuro al-
macen. Este estudio adquiere gran importancia
dado el elevado periodo de vida que dichos
isotopes pueden tener, el cusl puede ser muy
sugerior al de las barreras de ingenieria que los
aislan de |a geosfera.

Este trabajo pretende mostrar las ventajas e in-
convenientes que presentan distintos codiges
numéricos asados en el método de volimenes
finitos en la simulaciéln del proceso de trans-
porte de contaminantes radiactivos a través de
un medio poroso Y en una zona saturada de la
geosfera. Dicho proceso puede ocurrir cuanclo
el agua que puede circular por el subsuelo entra
en contacto con los isdtopos radiactivos alma-
cenades en un depdsito subterraneo v se pro-
duce una disolucion y posterior arrastre de los
mismos. Parte del trabajo que se expone a contl-
nuacion ha sido descrito en la Tesing de
Licenciatura de Angel Balaguer Beser (véase
Balaguer [11), la cual ha obtenido el premio de la
Sociedad Nuclear Espafiola a la/el mejor
tesina/proyecto fin de carrera presentada duran-
te el curso académico 1993-1994.

En el modelo que agquf se considera se supone
que los procesos gue ocurren en la zona no sa-
turada pueden modelizarse a través de un térmi-
no fuente para la zona saturada. De este modo
se limita el estudio a la zona saturada. Ademads
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se considera un transporte de contaminantes en
comientes de agua subterrdnea con una exten-
sion horizental mucho mayor que la vertical, que
hacen que dicho problema pueda modelizarse
en un dominio horizontal en dos dimensicnes,
aungue teniendo en cuenta los promedios de
concentraciones gue se producen en sentido
vertical. Se supcnen contaminantes en pequefas
concentraciones que no alteran la densidad del
agua en la gue estdn disueltos y que ne influyen
dle esta forma en la corriente de agua.

Los mecanismos de transperte gue se conside-
ran scn los de conveccién, difusién molecular,
dlispersion hidrodinamica, reacciones reversibles
de sorcién, reacciones de desintegracion, filia-
cidn radiactiva, reacciones quimicas de primer
orden entre los distintos isdtopos radiactivos,
junto con ctro tipo de reacciones de precipita-
cion-disolucion que pueden representar la no
conservacion de materia en el balance de flujos.
En el modelo que aquf se describe se supone
que el campo de velocidades convectivas es
conocido o se modeliza mediante ctro modelo
paralelo, acoplade con el modelo de transporte
de contaminantes. Se considera una adscrcion
lineal isoterma gue supone una relacion lineal
entre las concentracicnes en las fases movil e in-
mévil para cada uno de los isdtopes radiactives.
La modelizacion matemética del proceso de
transporte difusivo se realiza mediante la ley de
Fick (véase Bear [4]) mientras que en la disper-
sién hidrodindmica se considera el modelo pro-
puesto por Bear, Batchman v Fried que supone
una analogia con la modelizacién del fenémeno
difusivo (puede consultarse Balaguer [17).

No parece factible la obtencion de la solucion
analitica de dicho modelo de transporte en mu-
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chos problemas de Interés practico (por ejem-
plo transporte a través de un campo de veloci-
dades heterogéneo), con lo cual hay que hacer
uso de métodos numéricos para su resolucion.
La principal dificultad en la solucidn de dicho
modelo radica en la mezcla entre la naturaleza
parabdlica e hiperbdlica que poseen las ecua-
ciones del mismo.

Los métodos numéricos clasicos de resolucion
de las ecuaciones del transporie se enfrentan,
entre otros, con les problemas de la difusion nu-
mérica, falsas oscilaciones, error de fase, errores
en el pico v orientacion del mallado que pue-
den aparecer en la solucidn cuando el gradiente
de la misma alcanza un elevado valor entre pa-
res de nodos. Falsas oscilaciones v difusion nu-
mérica tienden a exclulrse entre si, es decir, un
esquema que restielve el problema de falsas os-
cilaciones tiende a dar una excesiva difusion nu-
mérica (es el caso de esquemas clasicos de pri-
mer orden de tipo upwind basados en los
métodes de elementos finitos vy diferencias fini-
tas) mientras que Otros esquemas que restelven
el problema de la difusién numérica tienden a
crear falsas oscilaciones (por ejemplo alguncs
esquemas de segundo o alto orden centrados
de tipo lineal, véase Gray & Pinder [6]).
Oscilaciones numéricas son a menudo las pre-
curscras de inestabilidades mientras gue Una ex-
cesiva difusidon numérica puede causar la no
convergencia en problemas de tipo no lineal.
Recientemente se ha extendido el uso del méto-
do de volimenes finitos en la resolucién de dis-
tintos problemas précticos. Una de las ventajas
gue posee dicho método radica en que la dis-
cretizacion de los términos convectivo y difusi-
vo-dispersivo envuelve sélo la frontera del
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volumen de control. Sin embargo el nivel de
precision del mismo depende de la férmula de
cuadratura numérica utilizada asi como de la
técnica de interpolacion defirida v del tipo de
apreximacion usada en la parte convectiva. En
este trabajo se presentan nuevas técnicas que
mejoren el nivel de eficiencia de los esquemas
clasicos de volimenes finitos.

FORMULACION GENERAL

El modelo de transporte de sustancias radiact-
vas en la geosfera con las suposiciones descritas
en la introducion se puede expresar a través del
siguiente sistems de ecuaciones en derivadas
parciales y acopladas (véase Balaguer [1]):

8@+ ¥, G- V. (K. Vuy, 0y -
&

-X T U=h )
kel
1, NE V(X)) EQ, VEE]O,T]

donde Q¢ R es el dominic espacial conside-
rade. ‘U Yty VT, NE son las funciones
incdgnitas v representan la concentracicn de ca-
da isdtope V", siendo NE el nimero de radiond-
clidos presentes que es igual al nimero de
ecuaciones a resciver. El resto de funciones que
aparecen en (1) se suponen conocidas vy vienen
dadas por cada uno de los fenomenos fisico-
quimicos considerados. Destacan por su impor-
tancia en los errores numéricos el vector V(xy,t)
= (V ()0, v, (xyt) que procede de la mode-
lizacion del F’enémeno convectivo, v el tensor
de dispersion

(Kt Ky
K(X’y’t)f(KQi KQQ>

g, (x,y,t) es el factor de retencién vy es indepen-
diente de la concentracion de contaminantes
dado que se sugcne una adsorcion lineal isoter-
ma.

El método de vollimenes finitos consiste en inte-
grar cada ecuacion en derivadas parciales de (1)
en los denominados volimenes de control v
aproximar las integrales resultantes por medio
de alguna técnica numérica. Se supone que Q
es un rectangulo. Scbre Q se define entonces un
mallado formado por recténgulos de lados para-

F 1. Mallado utilizado
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lelos a los ejes de coordenadas (figura 1). Por
simplicidad se supcnen todos ellos con lados
de igual longitud, Ax , en la direccién del eje x,
e Ay en la direccion del eje y. Cada rectdngulo
se divide en cuatro sub-rectdngulos utilizando
las lineas gue unen el punto medio de cada uno
de sus lados con el centro del rectangulo. A ca-
cla vértice x; de cada rectangule, se le asocia en-
tonces un volumen de control definido como la
unién de los sub-rectingulos que 1o tienen co-
mo vértice (figura II}.

F II. Volumen de control, §;

El uso del teorema de la divergencia posibilita la
transformacicn de integrales sobre todo el volu-
men de control gue integran los términos con-
vectivo (sumando en el gue interviene el vector
73 y difusivo-dispersivo (en el que interviene el
tensar de dispersién K) de cada ecuacién, en in-
tegrales scbre la frontera de cada volumen.

Para la integracion temporal se ha elegido un @
esquema (0 E [0,1], con 8 = 0 el esguema es ex-
plicito), con el objetivo de poder escoger incre-
mentos de tiempo, At, superiores para mantener
la estabilidad de los esquemas numéricos resul-
tantes. En cada rectdngulo de la malla se aproxi-
ma el valor de la soluciéln por medio de una in-
terpolacién basada en los valores cbtenides en
los cuatro vértices del mismo.

APROXIMACION DE LA PARTE CONVECTIVA

Los errores numéricos se producen fundamental-
mente cuande el valor de la solucion sufre un
importante cambio entre pares de nodos. En el
analisis del comportamiento de un esquema nu-
MErNCo es preciso tambien tener en cuenta el
nimero de Peclet, P,, del problema en cada una
de las direcciones ( P, en la direccion

deleje x, Pe=v A,

Koy enla direccién del eje y)
v la aproximacion utilizada para el término con-
vectivo. Entre los esquemas que pueden usarse
para esta Ultima aproximacion conviene destacar
los tres siguientes: 1) Centrado, 2) Upwind, 3)
Upwind parcial. Este ltimo puede ser analizado
como una combinacion lineal de los dos prime-
r0s.
La aproximacion integral mas sencilla es la que
en cada volumen de control utiliza el valor del

=Yy Ay
Kp
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drea del mismo multiplicada por el valor del in-
tegrando en el nodo, x; que tiene asociads di-
cho volumen de control. Las integrales sobre la
frontera se aproximan entonces, en cada uno de
los laclos que la componen, por medio del pro-
ducto del valor de la solucidn en el punto me-
dio del mismo por su longitud.
La difusién numérica de las solucicnes en los
tres tipos de esguemas mencionados, aumenta
entonces conforme el valor de 8 crece hacia 1.
Escogiendo el menor valor de 8 por medio del
cual el esquema es estable pueden aparecer 0s-
cilaciones en esquemas centrados. No ocurre o
misma con los esquemas tipo upwind de pri-
mer orden, manteniendo el nimero de Courant
del proclema, Cr =, At

Ax
en la direccion del eje x, Cr= vy At

Ay

en la direccién del eje y, por debajo de la uni-
dad, o en el caso de esquemas tipo upwind
parcial, utilizando una adecuada discretizacion
espacial y temporal de modo que se verifigue el
principio del maximo discreto (Wéase Balaguer
etal. [3]).
Sin embargo los esguemas tipo upwind vy up-
wind parcial presentan una excesiva sensibilidad
respectc a la relacion entre los pasos de discre-
tizacién, el valor de 6y los pardmetros fisicos
del medio, en la obtencién de scluciones preci-
sas. Ello puede desaconsejar su eleccion en la
simulacién de procesos de transporte con flujos
muy irregulares.
Manteniendo un valor de@ = 0.5 el esguema nu-
meérico que produce resultados mas precisos es
el esquema centrado. Dicho esquema es de se-
qundo orden respecto a la variable tiempo en el
sentido del error de fruncamiento local. Ademas
las oscilaciones pueden decrecer a medida que
aumenta el valor de tiempo en la simulacidn.
Con dicho esguema es preferible, en cambio, el
uso de férmulas de cuadratura distintas de la uti-
lizadla en los esquemas descritos en este aparta-
do.

OTROS TIPOS DE APROXIMACION INTEGRAL

Dado que el mallado utilizado esta formado por
rectdngulos de lados paralelos a los ejes, los vo-
[imenes de control son también rectdngulos v
sobre ellos pueden utilizarse otras técnicas de
aproximacion para las integrales sobre la superfi-
cie de cada volumen de control. En este trabajo
se analizan dos de ellas, las cuales se exponen a
continuacion.

La primera es una férmula de cuadraturs gaussia-
na con cuatro nodes. Las soluciones con ella ob-
tenidas utilizando un esquema centrado y una
interpolacién con polincmio de grado 1 en cada
una de las dos direcciones, con 6 = 0.5, mues-
tran una mayor precisién gue las obtenidas con
el procedimiento de integracion utilizado en el
anterior apartado. Sin embargo los mejores re-
sultados se obtienen cuande el numero de
Courant es mener que 0.5, en cada una de las
dos direcciones. Ademés en cada uno de los
cuatro lados que componen la frontera del vo-
lumen de control, una férmula de cuadratura
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gaussiana basada en dos nodos de integracion
mejora los resultados obtenidos con una aproxi-
macion integral con un Unico nodo.

En problemas en los gue el nimero de Courant
varfa entre 0.5y T una férmula de cuadratura que
utiliza como nodos los cuatro veértices del volu-
men e control puede evitar los errores de loca-
lizacion en extremos locales y/o falsas oscilacio-
nes que pueden aparecer en el anterior
esquema numérico cuando el nimero de Peclet
toma un valor elevado. Aungue en este caso se
hace necesaria la utilizacon de una formula de
cuadratura que usa el valor de la solucion en los
dos extremos de cada una de las aristas gue
constituyen la frontera de los volimenes de con-
trol.

El equivalente de dicho esquema en un dominio
unidimensional lo constituye una regla del trape-
cio simple para la integracion en cada volumen
de control, que en dicho caso estd formade por
un intervalo. Un anélisis en series de Fourier para
el problema con una Unica ecuacion con coefi-
Cientes constantes puede probar gue el esgue-
ma es incondicicnalmente estable para valores
de @ superiores o iguales a 0.5 y sélo es estable
con dichos valores. Los errores de amplificacién
del escuema son més elevados & medida que 6
se aleja de 0.5 razon por la cual puede tomarse
6 =0.5 como valor éptimo.

Los errores de fase y amplificacién cometidos
con dicho esguema son significativos si se elige
un nimere de Courant superior a la unidad. El
error de fase es muy pequefio para valores de
Courant iguales a la unidad, aunque Crece a me-
dida que dicho valor se aleja de 1, especialmen-
te en valores de Courant inferiores a 0.5. Para ve-
locidacles convectivas positivas, dicho error de
fase es positivo (véase Balaguer [1]) razon por la
cual el pico (en general los extremos locales) de
la solucion numérica se encuentra desplazado a
la derecha del de la analitica. Ello provoca la
aparicion de oscilaciones numericas en el mar-
gen derecho del pico de la curva numeérica.

Con velocidades convectivas positivas, el error
de amplificacion es positivo para valores de €.
0.5 y negativo cuando €, < 0.5. Ademas dicho
error crece a medida que €, se aleja de 0.5, ra-
zon por la cual se considera dicho valor como
Optimo. Erreres de amplificacion positivos pue-
den introducir oscilaciones numéricas en la di-
reccién contracorriente.

De esta forma en os casos en gue existe un im-
portante cambio en la concentracion de conta-
minantes en un nmerc no muy elevado de cel-
das del mallado, conviene distinguir tres
situaciones sequn el valor del nimero de
Courant del problema:

1) €, > 1. Ecres de fase y amplificacion inacep-
tables gue conducen a oscilaciones numv{ejri-
cas significativas.

2) 0.5 < €, =1, Oscilaciones en la direccion up-
wind cuando el valer deC, se acerca a 1 debi-
das al emor de amplificacién y oscilaciones en la
direccién de la corriente gue crecen conforme
C,se acerca a 0.5 debidas al error de fase.

3) €,£0.5. Error de localizacién en el pice de la
curva analftica gue conduce a oscilaciones nu-
méricas en la direccion de la corriente convecti-
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va, las cuales presentan un mayor gracio de signi-
ficacion que en el caso 2) y son mas importantes
cuando €, se hace més peguerio.

La formula del trapecio simple presenta por tan-
to el mejor comportamiento cuando el ndmero
de Courant se encuentra entre 0.5 v 1. Lo mismo
ocurre con su homélogo en dos dimensiones
gue utiliza los cuafro vértices del volumen de
control como nodes de integracidn. Las oscila-
ciones gue presenta el esquema para dichos va-
lores de €, son poca significativas para Peclet in-
feriores o cercanos @ 10.

En Balaguer et al. [2] se analiza el comportamien-
to del codigo basado en el esquema que aqul
se propone, para el caso de un problema unidi-
mensional, con una regla del trapecio simple pa-
ra aproximar las integrales sobore cada una de las
celdas. Se comparan las scluciones obtenidas
con las que produce el cédigo COLUMN®, (véa-
se Bo et al. [5]) el cual estd basado en un esque-
ma que combina el método de caracteristicas
con diferencias finitas. En los ejemplos tipo test
que alli se analizan se concluye el grado de pre-
cision semejante que ambos cddigos presentan
para nimeros de Peclet inferiores a 10. Aungque
conviene destacar la mayer sencillez del méto-
do de vollimenes finitos, capaz de tratar proble-
mas con velocidad variable y una mayor varie-
dad de condiciones de contome vy sobre todo
utiliza un método més facil de generalizar a la re-
solucidn del caso multidimensional en tanto gue
no utiliza un mallade gue se va moviendo a lo
largo de las curvas caracteristicas.

En problemas en los que el ndmerc de Courant
se encuentra por debajo de 0.5 es preferible el
uso de una formula de cuadratura gaussiana so-
bre todo el volumen de control con cuatro no-
dos de Integracién, segin se puede comprobar
en la resolucion de algunos problemas fipo test
como los que a continuacioln se presentan.

RESULTADOS DE UN PROBLEMA TIPO TEST

Se resuelve la ecuacion:

du oU + U
-D 0
) e )

V(xy)EQ VIE]Q,T]

con las siguientes condiciones inicial y frontera:
U0 = colxy)
uxyth—0 cuando]me ofy|=>ee, t>0(2)
siendo vy la velocidad en y=0, A la pendiente
del perfil de la velocidad convectiva, D una
constante positiva, €o Una funcién conociday &
un rectdngulo de R® lo suficientemente grande
para permitir que se cumpla (2).
Cuanda la concentracion inicial es una fuente
puntual de masa AM en x=x,, =0y t=0, la solu-
cién analitica viene dada por esta iqualdad:

AM
WD = e EyE OF
Ocx-05AytF )/ 3)

exp(
4Df(7+l t19) 4Dt

donde: X =g +Vg t
Para permitir la olbtencion de las soluciones nu-
méricas, se supone que el calculo empieza en

1996 |38

t=t,; con una distribucién de concentracion da-

da por (3) con:
AM = 41D by (14 4° £, /1907

Con ello se consigue una condicion inicial que
toma un valerigual & 1 en el pico.

Para cbtener las soluciones numericas se Usa un
mallado formado por rectangulos de lados para-
lzlos & los ejes de coordenadas todos ellos con
base v altura igual a Ax=Ay=100. Para la discreti-
zacion temporal se considera un paso de tiem-
po fijo e igual a At=40. Los siguientes pardmetros
se usan en la simulacion:

3 =720, b = 2400, v =0.5, A = 0.0005, D =10

Las figuras 18 3 muestran las isolineas de [a solu-
cion analitica del problema v la obtenida con
los esquemas aqui definidos que usan una fér-
mula de cuadratura gaussiana con cuatro nodos
en la superficie v dos nodos en cada arista de la
frontera del volumen (codigo VOLGAUS) y una
cuadratura que Usa como nodos los cuatro verti-
ces del volumen de control para integrales sobre
su superficie v sobre su frontera (codigo VOL-
TRAP). Los resultados se muestran en un tiempo
de t=9600.

Se supone que el dominio Q tiene como valores
extremos en la direccién del eje y los puntos
con y=1000 e y=-1000. De esta forma la veloci-
dad a lo largo del eje x varia descle 0 hasta 1y el
nimero de Courant en x cesde 0 hasta 0.4. El
nimerc de Peclet en la direccion del eje x per-
tenece al intervalo [0,10]. Dade qgue el ndmero
de Peclet del problema toma valores por debajo
de 10y puesto gue el nimero de Courant siem-
pre es menor que 0.5 el codigo VOLGAUS pue-
de obtener scluciones precisas. Ademés el nivel
de precision de dicho cédigo puede ser mayor
que el de VOLTRAP, va que este Ultime requiere
que €, E[0.5,1] para evitar errores.

La solucion analitica tiene forma de campana de
GAUSS vy esta formada por curvas de igual con-
centracion, seglin muestran las figuras 3 @ 5 en
forma de isolineas proyectadas en el plano que
forma la base de campana. El valor de la con-
centracion que representan las mismas varia des-
de 0.199 cerca del pico de la solucién hasta
0.0958 para valores alejados del mismo cuando
{=9600. La curva tiene forma ovalada y estd
orientada en una direccién diagonal debido a la
variacion de la velocidad en funcién de la coor-
denada y.

Las soluciones obtenidas con VOLTRAP presen-
tan un clerto error que es debido al bajo incre-
mento de tiempo, At elegido, el cual provoca
que el nimero de Courant no supere el valor de
0.5. En cambio VOLGAUS obtiene un buen gra-
do de precisidn con valores que sélo difieren en
la cuarta cifra decimal con los de la solucién
analitica. Ambos esquemas mejoran su precisién
cuando el valor de tiempo en el gue se obtiene
la simulacion es mayor. Sin embargo VOLGAUS
sigue siendo més preciso que VOLTRAP.

A medida gue el tiempo de simulacion sea ma-
yor, seré preciso elegir un dominio Q mas exten-
50y gue por tanto contendrd puntes con valcres
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de y de maver magnitud.
Ello puede crear niime-

ros de Courant igua-
les o superiores & la
unidad para el incre-
mento de tiempo
Que se considera. A
partir de estos ins-
tantes de tiempo es
preferible por tanto
el uso del cédigo
VOLTRAP para la si-
mulacién.

CONCLUSIONES

La precisicn del mé-
todo de volimenes
finitos en esguemas
de primer y segundo
orden se ve influen-
ciada en gran medi-

da por el tipo de aproxi-
macion utilizada para las

integrales sobre la
superficie de cada
volumen de control
yfo sobre su frontera
que aparecen en la
discretizacion de las
ecuaciones del mo-
delo de transporte
de sustancias raciiac-
tivas a través de un
medio poroso bidi-
mensional y en una
zona saturada de la
geosfera.

Una fermula de cua-
dratura con cuatro
nodos de integracicn
mejora el grado de
precision obtenido
con un Unico nodo,
manteniendo en am-
bas una interpola-

cion de grado 1, un es-

guema convectivo
centrado y el métc-
do de Crank-Niche-
Ison (B =0.5) para I3
aproximacién tem-
poral. La férmula de
cuadratura gaussiana
genera soluciones
fisbles para nimeros
de Courant inferiores
o iguales a 0.5. Para
valores de Courant
superiores a dicha
cantidad es preferi-
ble el uso de una
férmula de cuadratu-
ra gue utiliza como
nodos los cuatro vér-
tices del volumen de
control.

El nivel de precision
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de cada una de las formulas de aproximacion
para las integrales sobre la superficie del volu-
men de control depende de la técnica de inte-
gracion utilizada en cada una de sus aristas fron-
tera. De este modo, la férmula de cuadratura
gaussiana sobre todo el volumen de contral ob-
tiene su mayor nivel de precision con una cua-
dratura gaussiana con dos nodos en cada arista
frontera. Para la aproximacion que extiende la re-
gla del trapecio simple a dos dimensiones se re-
Quiere Una técnica que utiliza como nodos los
dos extremos de cada segmento de la fronters.
El método de volumenes finitos, con dichas
aproximaciones, permite simular con precision
el proceso de migracién de sustancias radiacti-
vas en la geosfera cuando el nimero de Peclet
del problema es inferior a 10. Para alcanzar ma-
yor precisién en problemas con nimeros de
Peclet més elevados se precisa utilizar una inter-
polacién espacial de mayor orden gue la consi-
dlerada en el presente trabajo.
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