DIVULGACION

LA NOTACION
MATEMATICA

Hace miles de anos el hombre se empezéd a comunicar mediante
dibujos que representaban escenas de la vida real o ideas. Asi nacio el
simbolo. Este articulo hace un recorrido por su singular historia.

hombre se empezd a comunicar
mediante dibujos que representa-
ban escenas de la vida real e incluso,
en una suerte de abstraccion, ideas.

Asi nacio el simbolo. La palabra en si

procede del griego (oUuorov), y fue

adoptada por los romanos (en latin
simbdlum).

Este articulo infentard deslizarse
por la historia de las matemdticas en
cuanto a sus simbolos; veremos cudn-
do y quiénes los adoptaron. La nota-
cién matemdtica comprende figuras
utilizadas para escribir ecuaciones
y formulas que pueden ser nUmeros
ardbigos, letras griegas, romanas o
hebreas, parte del alfabeto alemdn y
ofros simbolos inventados durante los
Ultimos siglos segun se necesitaban.

El desarrollo de la notacién mate-
mdtica para el dlgebra se suele dividir
en tres etapas:

* La primera se conoce como el dl-
gebra retérica; en ella las formulas
o expresiones no empleaban ape-
nas simbolos de uso comun vy se
escribian con todas las palabras.
Corresponde a la época paleoba-
bilénica, entre 2000 y 1600 a.C. Fue
empleada también por la mayoria

S e dice que hace miles de anos el

de los matemdticos isldmicos me-
dievales.

 La segunda es el dlgebra sinco-
pada', donde las operaciones ufi-
lizadas y las cantidades estaban
representadas por abreviaturas. Se

'La bautizd asi Nesselman en 1842.

44 Septiembre 2018

empezaban a utilizar algunos tér-
minos técnicos. Un ejemplo es la
Aritmética de Diofanto, del siglo Il
pero se extiende también a los fra-
bajos drabes tardios y de algunos
europeos hasta el siglo XVII.

La tercera es el dlgebra simbdlica,
un sistema, ya si, de notacién que
vino a reemplazar los formulismos
retoricos y sincopados desde me-
diados del siglo XVII. Su mayor re-
presentante es Viéte o Vieta (1540-
1603), quien la denomind Nueva
Algebra?.

Pero remontdndonos a las primeras
civilizaciones, la matemdtica escri-
ta comenzé de la forma mds simple,
expresando canfidades con marcas,
siendo cada marca una unidad. Se
cree que fueron los egipcios los pri-
meros en emplear simbolos para los
numeros: uno, diez, cien, mil, diez
mil, cien mil y un millén. El sistema de
numeracion egipcio era decimal.
Cuando empezaron a usar la escritu-
ra hierdtica en lugar de la jeroglifica,
pusieron digitos pequenos colocados
a la izquierda de los nUmeros princi-
pales (cuya suma daba el niumero
buscado, ver Figura 1). Este sistema

2viete no era matemdtico, sino jurista y abo-
gado, sin embargo, utilizd el dlgebra simbo-
lica en su obra In artem analiyticam isago-
ge (Introduccién a la ciencia analitica de
1591); pero su notaciéon era todavia com-
plicada y las alternaba con abreviaturas e
incluso palabras completas. Por ejemplo,
la expresion A? + B*C? + DE = F?H, la escribia
como: Ag +Bcin Cq+Dplin Eae. FginH.
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MATHEMATICAL NOTATION

Thousands of years ago, man
began to communicate through
drawings that represented real life
scenes or ideas. Thus the symbol
was born. This article takes a tour
through its unique story.
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Figura 1. Ejemplos de numeracién egipcia.

fue adoptado y desarrollado mds
tarde por ofras culturas mediterrd-
neas. Los egipcios también tenian
simbolos para las operaciones bd-
sicas: dibujaban con jeroglificos un
par de piernas andando en direc-
cién de las cantidades para indicar
suma y en direccidon opuesta para
indicar resta.

Junto con Egipto, Mesopotamia
fue ofro foco esencial para el desa-
rrollo de las matemdticas, la influen-
cia de ambas culturas terminaria
llegando hasta Grecia. Los sumerios
inventaron la escritura cuneiforme,
mds tarde utilizada por los acadios
y babilonios, pueblos semitas inva-
sores. En si, la escritura cuneiforme
se basaba en la impresién de unos
signos sobre arcilla mediante una es-
pecie de punzdn. Se conoce esta ci-
vilizacién gracias a las excavaciones
arqueoldgicas que, desde mediados
delsiglo XIX, han recopilado casi me-
dio millén de tablillas de arcilla 'y, en
ellas, hay textos matemdaticos del Ul-
timo periodo sumerio (sobre el 2100
a.C.) y de la primera dinastia babild-
nica (aunque corresponden al perio-

Figura 2. Tablilla de Yale.

do comprendido entre el ano 600 a.C.
y el 300d.C.)

Al igual que los egipcios, los meso-
potdmicos tenian simbolos para cada
potencia de diez aunque también
utilizaban un sistema sexagesimal, de
base sesenta. Es este sistema el que se
utiliza en los fiempos modernos para
la medicion de tiempo vy los dngulos.
Pero a diferencia de los egipcios, grie-
gos y romanos, los babilonios tenian un
verdadero sistema posicional, donde
los digitos escritos en la columna de la
izquierda representan los valores mds
grandes (como en nuestro sistema
decimal). Ellos carecian, sin embargo,
de un equivalente del punto decimal
o coma, por lo que el valor debia ser
deducido por su contfexto.

Silos signos aritméticos que estén en
el origen de la escritura cuneiforme
dejaron de usarse hace miles de anos,
no pasd lo mismo con el sistema idea-
do por los pastores etruscos: haciendo
muescas en un palo, una por cada
cabeza de ganado contada, crea-
ron lo que se conoce como sistema
de numeracioén romano que todavia
se usa en determinados dmbitos, por

ejemplo, para la identificacion de los
siglos. La primitiva reiteracion de las
muescas-palotes acabd reestructu-
randose mediante marcas especia-
les cada cinco muescas, luego cada
diez, etc. Los simbolos acabaron con-
virtiéndose en las letras del alfabeto
(I, V., X) al integrarse con la escritura
e identificarse con las letras a las que
mds se parecian. Efectivamente, los
griegos al principio emplearon la nu-
meracion datica, que se basaba en
el sistema de los egipcios y que mds
tarde fue adaptada vy utilizada por
los romanos. Los numeros del uno al
cuatro fueron lineas verticales, como
en los jeroglificos. El simbolo de cinco
fue el pente (del griego wévte “cin-
co"), letra griega que era la primera
de la palabra cinco. Los nimeros del
seis al nueve fueron pentes con lineas
verticales a su lado. Aligual que con
el cinco, el diez estuvo representado
por la primera letra de la palabra
diez, deka, el cien porla primera letra
de la palabra cien, etc.

Curiosamente, los nUmeros usados
por los chinos se parecen mucho al
sistema de conteo romano. NUme-
ros del uno al cuatro fueron las lineas
horizontales. Cinco fue una “X” entre
dos lineas horizontales, exactamente
igual al mismo numero romano que
representa el diez. Hoy en dia, el siste-
ma huamd sélo se utiliza para mostrar
los precios en los mercados chinos o
en las tradicionales facturas escritas
amano.

Habiendo hecho un pequeno vy
répido repaso de las notaciones ma-
temdticas del mundo antiguo, empe-
zaremos a ver cudndo surgieron los
simbolos mds conocidos en la actua-
lidad. Los nUmeros, como hemos Vis-
to, fueron los primeros simbolos. A pe-
sar de sunombre, los nUmeros drabes
en realidad se comenzaron a ufilizar
enla India. Larazdn de este concep-
to erréneo se debe a que cuando los
€europeos vieron por primera vez es-
tos nUmeros, se enconfraban en un
libro en drabe, relativo al arte hindu
del cdlculo, escrito por Mohammed
ibn Musa al-Khwarizmi. Al-Khwarizmi
no reclamé los nUmeros como dra-
bes, pero con varias fraducciones
latinas, el hecho de que los nUmeros
eran indios de origen se perdié.

El nUmero cero es en si mismo una
abstraccién que representa la ausen-
cia de cantidad. Se tiene constancia
de que los mayas, en su numeracion
vigesimal, contemplaban un simbolo
para el cero con la forma de un ojo
entrecerrado. Sin embargo, no fue
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hasta mediados del siglo VII cuando
se extendié su uso en la India. La pa-
labra para cero en sdnscrito es shunya
(vacio) que acabd traduciéndose al
drabe como sifr y se representaba con
un huevo de oca. Uno de los primeros
libros europeos que defendid el uso
de estos nUmeros fue el Liber Abaci,
de Leonardo de Pisa, mejor conocido
como Fibonacci (1170-1240)3.

Pero veamos cdmo surgieron los sim-
bolos matemdticos que mds conoce-
mos.

En el siglo XV, los italianos utilizaban
una “p" y una “m" paraindicar la suma
y la resta (plus y minus, en latin) pero
acabaron imponiéndose los simbolos
“+"y "M Estos signos se utilizaban ori-
ginariamente para indicar el superdvit
o el déficit en la medida de las mer-
cancias en los almacenes alemanes. El
texto mds antiguo que se conoce en el
que aparecen con el senfido de sumay
resta es un libro de aritmética mercan-
til del alemdn Johann Widman (1489-
1526). Sin embargo, el signo mds “+" ya
habia sido usado anteriormente; en la
obra Proportionum Algorismus (sobre
1360), Nicole Oresme (1325-1382) lo em-
pled por primera vez, se cree que como
abreviatura de la conjuncién copulati-
va "et” ("y", en castellano). El algebrista
alemdn Michael Stiefel (1487-1567) dio
un nuevo empujén a su uso en 1544,

La letra “x” para la multiplicacion
fue elegida por el clérigo inglés William
Oughtred (1574-1660) en 1631 vy, aun-
que algunos matemdticos siguieron su
ejemplo, hubo otfros que se decantaron
por el simbolo “" como Thomas Harriot
(1560-1621). De hecho, quien realmen-
te popularizd el punto fue Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716) quien, en
1698, escribid al suizo Johann Bernoulli
(1667-1748): «no me gusta como simbolo
para la multiplicacion, pues se confun-
de demasiado facilmente conlaxy y «a
menudo relaciono dos cantidades con
un punto inferpuesto, e indico la multi-
plicacién mediante ZC-LMy.

A Fibonacci, a quien ya hemos men-
cionado, se le atribuye (en 1224) el
haber ideado la linea de quebrado
que divide dos nUumeros, aungue en
realidad ésta es de origen drabe. Su
uso no se generalizd hasta el siglo XVI.
En 1659 el suizo Johann Heinrich Rahn
(1622-1676) cred para la division el signo
“+" Los dos puntos se deben también

En esta obra se desarrollé el algoritmo del
crecimiento de una poblacién de conejos,
conocido como secuencia de Fibonacci,
donde un término es la suma de los dos an-
teriores.
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a Leibniz (en 1684). En la actualidad,
se pueden emplear varios signos para
indicar esta operacién. Aparte de los
mencionados, es habitual la barra
oblicua "/", variante de los anteriores,
que fue infroducida por De Morgan
(1806-1871) en 1845.

El signo igual, “=", se debe a Robert
Recorde (1510-1558), que empezd a
utilizarlo en 1557. Explico su eleccion
diciendo: «Pondré, como hago a me-
nudo en el curso de mi frabajo, un par
de paralelas o lineas gemelas de una
misma longitud, asi: ======, porque
no hay dos cosas que puedan ser mds
igualesy. Posteriormente, la rutina se
encargd de acortar las paralelas. An-
tes de laimplantacion de este signo se
utilizaban palabras como aequales,
esgale o faciunt. Para escribir A =B, se
escribia A aequale B o de forma abre-
viada A aeq. B. Pasaron mds de cien
anos antes de que este signo friunfase
sobre ofras notaciones rivales.

Los signos de menor que “<", mayor
que “>" se deben a Thomas Harriot
(1560-1621). Los utilizé en su libro poéstu-
mo Artis Analyticae Praxis ad aequa-
fiones Algebraicas Resolvendas (1631).
Una variante del signo “<” (menor
que), es el signo “C", incluido en, que,
a diferencia del primero que indica
relacion entre nimeros, se utiliza para
indicar la inclusion entre conjuntos y
fue introducido por el alemdn Ernst
Schréder (1841-1902) en 1890.

A su vez, los signos de mayor o igual
que ">" y menor o igual que "<" son
atribuidos a Pierre Bouguer (1698-1758)
astrbnomo y matemdtico francés, co-
nocido también como “el padre de la
arquitectura naval”.

En 1895, Giuseppe Peano (1858-
1932), conocido por su contribucién
a la légica matemdtica vy la teoria de
numeros, utiliza la letra griega épsilon
estilizada “€" para indicar la perte-
nencia de un elemento a un conjunto.
Los simbolos actuales para represen-
tar, no igual (#), no mayor que (#), no
menor que («), se deben a Leonhard
Euler (1707-1783), matemdtico suizo.

El signo de raiz cuadrada, “V", fue in-
troducido por el matematico alemdn
Christoph Rudolff (1499-1545), en 1525.
Euler conjeturd en 1775 que se trataba
de una forma estilizada de la letrar,
inicial del término latino radix, “radi-
cal". La raiz cuadrada de un nimero
se designaba antes del siglo XVI po-
niendo un punto delante del nUmero.
Y antes de eso, se escribia literalmente
“raiz de..." Para abreviar se usé sim-
plemente la letra "r, pero para los nU-
meros grandes se acabd alargando el

trazo horizontal de la misma dando
origen al simbolo actual.

Mencionado anteriormente por el
empuje en el uso del dlgebra simbé-
lica, el francés Francois Viete (1540-
1603) fue el primero en emplear de
forma sistemdtica las letras como co-
eficientes en las ecuaciones en lugar
de los nUmeros lo que le permitio es-
cribirlas de forma mds clara y preci-
sa. Esta notacion es, salvo pequenos
cambios, la que se emplea hoy dia.
Establecio, ademds, una gran rela-
cion entre el digebra y la trigonome-
tria por lo que es considerado como
el padre del dlgebra lineal. También
contribuyd notablemente en lainves-
tigacién de las soluciones de ecua-
ciones de grado superior al cuarto.

Simon Stevin (1548-1620), matemad-
tico, fisico, inventor, ingeniero y musi-
cdlogo, nacido en Brujas, introdujo el
uso sistemdtico de los nGmeros deci-
males en las matemdticas europeas
y planted la unificacién del sistema
de pesas y medidas mediante un
método basado en la division deci-
mal de la unidad. John Napie o Ne-
per (1550-1617) popularizé el uso de
la coma decimal.

El primero que colocé el exponen-
te o potencia en una posicion eleva-
da con respecto a la linea base fue
Nicolds Chuquet (1445-1448), pero lo
colocaba directamente en el coefi-
ciente, de modo que 5x?, lo escribia
como 5% Adriano Van Roomen (1561-
1631), holandés, hacia 1598, en un
comentario al dlgebra de Alhwaraz-
mi, escribia A(3), B(2), efc., para ex-
presar el cubo de A o el cuadrado
de B. Pierre Herigone (1580- 1643) en
su obra Cursus mathematicus (1634)
escribia a3, b2, etc. En 1636, el mate-
mdtico escocés James Hume (1584-
1639) publicd una edicion del dlge-
bra de Viete (Algébre de Viete d'une
Méthode nouvelle, claire et facile) en
la que utilizd una notacion prdctica-
mente igual ala actual, excepto que
para los exponentes utilizd niumeros
romanos; asi, 5x2 lo escribia como
5xi. Seria René Descartes (1596-1650)
quien sustituiria en su obra Geome-
frie los incémodos numerales roma-
nos por los indo-ardbigos, aunque
para la potencia cuadrada no utilizé
la notacién elevada, sino que escri-
bia, como muchos hasta entonces,
X2 ComMo XxX. Por cierto, fue quien popula-
rizd el signo = de Recode.

Aparte de la notacién exponen-
cial que hemos comentado, hubo
dos grandes revoluciones que mar-
caron los frabajos de Descartfes. La



primera de ellas fue que simplificd
la notacién algebraica y la segun-
da fue la creaciéon de la geometria
analitica. Al igual que Viéte tiene
una gran relevancia en el dlgebra
por su dedicacion a la notacién.
Fue él quien optd por designar a las
constantes con las primeras letras
del alfabeto (a, b, ¢) y alas incégni-
tas con las Ultimas letras del alfabeto
(X, v, z) en sumencionada obra Géo-
metrie*. Los drabes, para representar
la incégnita, utilizaban el término
shay, que quiere decir “cosa”. En los
textos espanoles se escribid xay, que
con el tiempo quedd sélo como x.
Los egipcios le llamaban aha, literal-
mente “montén”. Durante los siglos
XVy XVlse le llamé res en latin, cho-
se en francés, cosa enitaliano o coss
en alemdn.

En 1652, el ya citado Oughtred uti-
lizd n/8 para referirse al cociente en-
tre la circunferencia y su didmetro,
usando sin duda la letra griega n (pi)
para indicar la circunferencia o pe-
riferia y la letra & (delta) paraindicar
el didmetro. Sin embargo, el primero
que usé la letra & en solitario para
simbolizar el numero (3,141592...)
fue el britdnico William Jones (1675-
1749), quien lo infrodujo en Mathe-
sios palmariorum sinopsis (1706), por
ser la primera letra de la palabra
griega perimetron (mepwetpov) ‘peri-
metro. El simbolo x no se impondria
en los circulos matemdticos hasta
que nuevamente uno de los gran-
des, Euler, empezase a usarlo treinta
anos después en 1737.

En realidad, Ouhtred propuso, en-
fre propios y ajenos, unos 150 signos
matemdticos. De ellos se han con-
servado, aparte del mencionado
“x", los signos “:" para la razén y la
abreviatura “Iog. para logaritmo.

Fue Bernoulli quien a finales del
siglo XVIl empezd a utilizar simbolos
especiales para representar funcio-
nes. Mds tarde, en 1718, simplificaria
las cosas utilizando la lefra griega ¢
(“fi"), precursora de nuestra “f”, de
modo que si ¢ era una funcién de
x escribia ¢ x. Seria Euler quien en

“En la parte de su conocida obra Discurso
del Método llamada Géometrie recoge
una teoria general sobre ecuaciones e
incluye un método para resolver ecua-
ciones cuadrdticas a partir de proce-
sos geométricos y llega a la conclusion
de que el nUmero de soluciones de una
ecuacién coincide con el grado de la mis-
ma, resultado que no fue capaz de pro-
bar.

La notacion matematica

m Significado m Significado

Para todo
3 Existe al menos
Ell Existe un Unico
! No existe
VK Tal que, razén
< Menor que
= lgual que
> Mayor que
< Menor o igual
> Mayor o igual
* No es igual que
0 Infinito
o Composicion de funciones
« Proporcional a
# Distinto de
~~=  Aproximandamente
= Idéntico a
] Unién de conjuntos
N Interseccion de conjuntos
¢ No incluido en
D Contiene a
€ Perteneciente a
& No perteneciente a
(%] Conjunto vacio
= Implica
= Si'y sélo si
2 Sumatorio
II Productorio
C NUmeros complejos

Factorial

Tabla 1. Simbolos mds comunes utilizados.
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A
log
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In, Ln
sen o
cos O
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sec o

cosec a

cotg a, cotan a

NUmeros naturales
NUmeros enteros
NUmeros racionales
NUmeros irracionales
NUmeros reales

Tanto por ciento
Tanto por mil

Mds menos

Derivada

Raiz

Integral

Por tanto, por consiguiente
Incremento

Logaritmo decimal
Logaritmo de base a
Logaritmo neperiano
Seno de a

Coseno de a
Tangente de a
Secante de a
Cosecante de a
Cotfangente de a
dngulo

Paralelo
Perpendicular

N° neperiano = 2,7182...
Ne pi = 3,1415...

Ne fi (Gureo) = 1,6180...
Parte entera de x

Funcién inversa

Figura 3. René Descartes.
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sus Commentari de San Peters-
burgo de 1734 ufilizaria, como
nombre genérico para las fun-
ciones, la letra “f" e indicaria
la variable entre paréntesis,
logrando la expresion f(x) que
utilizamos en la actualidad. A
Euler le parecia que sus sim-
bolos y férmulas se encarga-
ban de pensar por él. Incluso
dijo algo parecido de su ldpiz.
Y es que en ocasiones parece
que los simbolos nos devuelven
mds de lo que pusimos en ellos,
como si fueran mds sabios que
sus creadores. También introdu-
jo el simbolo e para la base de
los logaritmos naturales; a, b, ¢
para los lados de un tridngulo;
y A, B, C para los dngulos de un
tridngulo. Como muestra de su
tenacidad baste decir que per-
di6 la vista de su ojo derecho a
los veintiocho afos y que a los
setenta y seis se quedo ciego,
lo que no le impidi6 seguir pu-
blicando e investigando. A lo
largo de su vida escribié mds de qui-
nientos libros y articulos y, ademdas, fue
padre de trece hijos. Prolifico en mu-
chos aspectos.

Descartes en 1637 llamoé imaginarias
a las raices cuadrada de nUmeros ne-
gativos y afios mds tarde, en 1777, Euler
empled por primera vez la letra i para
expresar la vnidad imaginaria (prime-
ra letra de imaginarius para denotar la
raiz cuadrada de menos uno), aunque
seria Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
quien haria uso de ella de forma siste-
mdatica.

El francés Albert Girard (1595-1632)
publicd en 1626 un tratado de trigono-
metria que contenia las abreviaturas
por primera vez de cos Yy tag referidas
al coseno y la tangente de un dngu-
lo. Aunque también se atribuye a Wi-
lliam Oughtred (1574-1660) el uso de las
abreviaturas inglesas sin y cos para las
funciones de seno y coseno.

Como vemos, no estd claro en algu-
nos simbolos quiénes fueron sus inven-
tores. Por ejemplo. El signo de infinito «
es atribuido a Girard, aunque también
se acepta que fue infroducido en 1655
por el matemdtico inglés John Wallis
(1616-1703), asocidndolo a una suce-
sién de numeros que no tenia fin. Ber-
noulli fue el que le puso el Lemniscus®
(que significa Lazo) unos 40 afos des-
pués, y aungque no se sabe seguro qué
guié a adoptar esta forma, se especu-

SLemniscata: .curva descrita por primera
vez en 1694 como modificacién de una
elipse.
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Figura 4. Gottfried Wilhelm Leibniz.

la que se podria deber a uno de los
simbolos que los romanos empleaban
para el nUmero mil. En realidad este
simbolo se habia venido utilizando
desde Viete hasta el siglo XVIIl con el
significado de igualdad (deforma-
cion de lainicial de cequale).

Eluso de la sigma griega mayuUscula
como sumatorio se debe a Euler, que
empez6 a usarla en 1755 con estas
palabras “summam indicabimus sig-
no X". Parece claro que su eleccion
se justifica en que sigma es la lefra
griega equivalente ala 's’ de suma.

Los simbolos dx, dy y dx/dy, para de-
rivadas, fueron introducidos por Leib-
niz. Reconocida es la creacién del
Cdlculo Infinitesimal, de manera con-
tempordnea, porIsaac Newton (1642-
1727) y Leibniz, pero primd la notacién

de este Ultimo, sobre la del
primero. Leibniz también
utilizaba los signos para
las sucesivas derivas y, §...
Los simbolos f'(x), f'(x). etc.,
fueron introducidos por
Joseph-Louis de Lagran-
ge (1736-1813), en 1797 en
su Théorie des fonctions
analytiques.

El simbolo integral “["
representa una S alarga-
da, inicial de la palabra
latina summa, lo cual
hace referencia a su signi-
ficado como suma de las
dreas de un conjunto de
rectdngulos cuyas alturas
corresponden a valores
de una funcién y cuyas
bases fienen longitudes
infinitesimales. Este simbo-
lo fue usado por primera
vez también por Leibniz en
1675.

Y para terminar con este breve
repaso, aungue hay muchos mds
simbolos que nos dejamos en el tin-
tero, comentaremos que el acepta-
do signo de factorial “I" fue ideado
por Christian Kramp the Strassbourg
(1760-1826) por un problema de im-
prenta (hasta ese momento se em-
pleaba m).

Este ha sido un breve recorrido
por los simbolos que consideramos
mds importantes de la notacion
matemdtica que han permitido
simplificar las operaciones e incluso
sintetizar los conocimientfos. Estos
signos han hecho que los matemda-
ticos y cientificos de todo el mundo
usen un lenguaje comun, favore-
ciendo el intercambio de ideas, la
comunicacion vy, en suma, el pro-
greso cientifico.m
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